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บทที ่   5   การโก่งของคาน 
Deflection of  beam 

 
 การโก่งของคาน 
 คานเป็นส่วนของโครงสร้างท่ีท าหนา้ท่ีรับโมเมนตด์ดัและแรงเฉือน  ซ่ึงเกิดจากแรงภายนอกท่ีกระท าหรือ
น ้าหนกับรรทุกบนคานนั้น  เม่ือคานไดรั้บน ้าหนกัหรือแรงภายนอกกระท า  คานกจ็ะเกิดการแอ่นลงหรือโก่งงอท าให้
คานไม่อยูใ่นแนวตรงเหมือนตอนแรกท่ียงัไม่ไดรั้บน ้าหนกั  ฉะนั้นในการค านวณและออกแบบคานท่ีรับน ้าหนกั  
จะตอ้งค านึงถึงการดก่งของคานดว้ย  นอกเหนือไปจากความเคน้ดดัและความเคน้เฉือนท่ีเกิดข้ึนในคานตามปกติ  
 เส้นโค้งอีลาสติก (Elastic curve)  เป็นเสน้ท่ีอยูใ่นแนวแกนสะเทินของคาน  ซ่ึงแสดงลกัษณะการโก่งของคาน
เม่ือมีแรงภายนอกหรือน ้าหนกับรรทุกกระท าอยูบ่นคาน  ในขณะท่ีคานยงัไม่มีแรงภายนอกหรือน ้าหนกัมากระท าบน
คาน  เสน้โคง้อีลาสติกน้ีเป็นเสน้ตรงและอยูใ่นแนวเดียวกนักบัแนวของแกนสะเทิน  เม่ือคานรับแรงภายนอกหรือ
น ้าหนกับรรทุกข้ึน  เสน้โคง้อีลาสติกน้ีกจ็ะแอ่นหรือโก่งไปจากต าแหน่งเดิม  ลกัษณะของการดก่งของคานน้ีข้ึนอยูก่บั
ค่าของโมเมนตด์ดัท่ีเกิดข้ึนในคานนั้น 
 ความลาดเอียง (Slope)  ของคานท่ีจุดใดๆ  หมายถึงมุมระหวา่งแนวเดิมของคานกบัเสน้สมัผสั  ซ่ึงสมัผสักบั
โคง้อีลาสติกท่ีจุดนั้น 
 ระยะโก่ง (Deflection)  หรือการแอ่นของคานจุดใดๆ  หมายถึงระยะในแนวด่ิงท่ีจุดนั้นบนเสน้โคง้อีลาสติกท่ี
เคล่ือนท่ีไปจากต าแหน่งเดิม  (ก่อนจะรับน ้าหนกันั้น) 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 1 
 

 ข้อสมมติฐานในการค านวณหาระยะโก่งของคานมีดังนี้ 
1. ก่อนท่ีคานจะรับน ้าหนกัหรือแรงภายนอก  คานจะตอ้งอยูใ่นแนวตรงระดบัเดียวกบัแนวระดบัเสมอ  
2. การโก่งของคานจะคิดเฉพาะเน่ืองจากโมเมนตด์ดัเพียงอยา่งเดียว 
3. ความเคน้ท่ีเกิดจากน ้าหนกัหรือแรงท่ีกระท าจะตอ้งไม่เกินขีดจ ากดัยืดหยุน่ 
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4. ระนาบของหนา้ตดัคานก่อนรับและหลงัรับโมเมนตด์ดัจะยงัคงเป็นระนาบเดิม 
5. การโก่งของคานจะมีค่านอ้ยมากเม่ือเทียบกบัความยาวของคาน 
 
Moment-Area 
 วิธีของ moment-area เป็น simigraphical  method  ซ่ึงจะท าใหส้ามารถหาความลาดเอียงและระยะโก่ง  ณ 
ต าแหน่งใดๆ บนเสน้โคง้อีลาสติกของคานได ้ และถา้หากวา่เราตอ้งการท่ีจะทราบแต่เพียงความลาดเอียง  หรือระยะ
โก่งของเสน้โคง้อีลาสติกเพียงสองสามต าแหน่งเท่านั้น  วิธีน้ีจะมีความสะดวกและรวดเร็ว    
 ทฤษฎีท่ีใชห้าความลาดเอียงและระยะโก่งท่ีใชใ้นวิธี   moment-area  จะมีอยูด่ว้ยกนั 2 ทฤษฎี  คือทฤษฎีหน่ึง
จะใชส้ าหรับหาความลาดเอียง  อีกทฤษฎีหน่ึงใชส้ าหรับหาระยะโก่งของคานนั้น 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2 
ในการพิสูจนห์าทฤษฎีทั้งสองนั้นใหพิ้จารณาคานซ่ึงถกูกระท าดว้ยแรงใดๆ   ในรูปท่ี 2(ก)  ถา้คานมีหนา้ตดัสม ่าเสมอ 

(EI = คงท่ี) M

EI
diagram  จะมีรูปร่างเช่นเดียวกบั BMD ดงัในรูป 2(ข) ส่วนเสน้โคง้อีลาสติกจะแสดงในรูปท่ี 2(ค) 

 จากความสมัพนัธ์ท่ีไดว้า่   d

ds

  = M

EI
 

เม่ือกรณีท่ีระยะโก่งของคานมีค่านอ้ยมาก  ค่า  ds     dx  

  
d

ds

  = M

EI
 

  d  = M dx

EI
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A

B

d  = 
A

B

M dx

EI  

  AB  = 
A

B

M dx

EI  

  
เม่ือ  AB   คือมุมระหวา่งเสน้สมัผสัท่ีลากจากจุด A  และ B  บนเสน้โคง้อีลาสติกมีค่าเท่ากบัพ้ืนท่ีทั้งหมดของ  

M

EI
diagram  ระหวา่งจุด A และ B  ในกรณีท่ีพ้ืนท่ีมีทั้งบวกและลบ  กใ็หคิ้ดเคร่ืองหมายของพ้ืนท่ีเหล่านั้นดว้ย  

 ฉะนั้นเราจะไดท้ฤษฎีท่ีหน่ึงวา่ “เม่ือคานตรงถกูกระท าดว้ยโมเมนตด์ดั  มุมระหวา่งเสน้สมัผสัท่ีลากจากจุด

ใดๆ สองจุดบนเสน้โคง้อีลาสติก  จะมีค่าเท่ากบัพ้ืนท่ีทั้งหมดของ  M

EI
diagram  ระหวา่งสองจุดนั้น” 

 ต่อไปให ้ BA   เป็นระยะทางในแนวด่ิงของจุด B เม่ือเทียบกบัเสน้สมัผสัท่ีลากจากจุด A ไป  ซ่ึงจะได้
ความสมัพนัธ์วา่ 
  ( )BAd   = xd  

  ( )BAd   = 
A

B

x d  

   

  BA  = 
A

B

Mx dx

EI  

 

 จะเห็นไดว้า่ 
A

B

Mx dx

EI   เป็นค่าของโมเมนตข์อง  M

EI
diagram  ระหวา่งจุด A และจุด B  เทียบกบัแกนผา่นจุด 

B  ฉะนั้นจึงไดท้ฤษฎีส าหรับการหาระยะโก่งซ่ึงเป็นทฤษฎีท่ีสองวา่ “เม่ือคานตรงถกูกระท าดว้ยโมเมนตด์ดั  ระยะใน
แนวด่ิงของจุด B เม่ือเทียบกบัเสน้สมัผสัท่ีลากจากจุด A จะมีค่าเท่ากบัโมเมนตร์อบแกนซ่ึงผา่นจุด B ของ 
M

EI
diagram  ระหวา่งจุดทั้งสองนั้น” 

 ในการหาโมเมนตข์อง M

EI
diagram ซ่ึงมีพ้ืนท่ีท่ีมีทั้งค่าบวกและลบ  กใ็หคิ้ดเคร่ืองหมายของพ้ืนท่ีเหล่านั้น

ดว้ย 
 

เน่ืองจากการค านวณหาระยะโก่ง  โดยวิธีน้ีมีความจ าเป็นท่ีจะตอ้งรวมโมเมนตข์องพ้ืนท่ีรอบแกนๆ หน่ึง
เสมอ  ฉะนั้นจึงแสดงถึงจุดศูนยถ่์วงของพ้ืนท่ีชนิดต่างๆ ซ่ึงตอ้งใชอ้ยูบ่่อยคร้ังดงัต่อไปน้ี  
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รูปท่ี 3 
 
ขั้นตอนการหาค่าความลาดเอียงและระยะโก่งโดยวิธี Moment-area 

1. จากโจทยท่ี์ก าหนดใหถ้า้เป็นคานแบบช่วงเดียวหรือคานช่วงเดียวปลายยื่น  จะตอ้งค านวณหาแรงปฏิกิริยา
ท่ีจุดรองรับก่อน  ส่วนคานแบบยื่นไม่จ าเป็นจะตอ้งหา  

2. เขียนแผนผงัของโมเมนตด์ดั (BMD)  จากการค านวณหาไดจ้ากโจทยท่ี์ก าหนดให้ 
3. เขียนเสน้โคง้อีลาสติก  แสดงถึงลกัษณะการโก่งของคานใหใ้กลเ้คียงกบัความเป็นจริงมากท่ีสุด  

4. เขียนแผนผงัของ M

EI
diagram 

5. เลือกจุดบนเสน้โคง้อีลาสติกท่ีทราบค่าความลาดเอียงหรือระยะโก่ง เช่น จุดรองรับหรือจุดท่ีอยูใ่นแกน
สมมาตร  หรือจุดท่ีโจทยก์ าหนดค่าแน่นอนมาให ้เป็นตน้  แลว้ลากเสน้สมัผสักบัจุดท่ีเลือกนั้น  

6. ค านวณหาการเคล่ือนท่ีของจุดเทียบจากเสน้สมัผสัในขอ้ 5 
7. ค านวณหาระยะโก่งและความลาดเอียงโดยการพิจารณาลกัษณะของเสน้โคง้อีลาสติก  และอาศยัทฤษฎีทั้ง

สองทฤษฎีนั้นเขา้ช่วย 
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ล าดบัการค านวณ 

  จากทฤษฎีทั้งสองขา้งตน้  เราสามารถน าไปประยกุตใ์ชใ้นการค านวณความลาดและระยะโก่งของจุดใด ๆ 
บนคาน  โดยมีล าดบัการค านวณดงัต่อไปน้ี 

1.  สร้างแผนผงัโมเมนตด์ดัของคานท่ีก าหนดให้ 

2. สร้างแผนผงั  M

EI
 โดยหารค่า  M  ของทุกจุดดว้ยค่า  EI  ในกรณีท่ีคานมีค่า   

EI  คงท่ีตลอดทั้งคาน  รูปแผนผงั  
M

EI
 จะเป็นแบบเดียวกบัแผนผงัโมเมนตด์ดั  ดงันั้นอาจสร้างแผนผงัโมเมนตด์ดั

อยา่งเดียว  แลว้หารดว้ยค่า  EI  ในขั้นตอนของการค านวณ 
3. เขียนเสน้โคง้ยืดหยุน่ท่ีควรจะเป็นของคาน 
4. เลือกจุดบนเสน้โคง้ยืดหยุน่ท่ีทราบค่าความลาดหรือระยะโก่ง เช่น จุดรองรับ 

หรือจุดท่ีอยูใ่นแกนสมมาตร หรือจุดท่ีโจทยก์ าหนดค่าแน่นอนมาให ้เป็นตน้  ลากเสน้สมัผสักบัจุดท่ีเลือก  
5. ใชท้ฤษฎีท่ี  1  หรือทฤษฎีท่ี  2  ค านวณค่าความลาดท่ีเปล่ียนไป  หรือระยะ 

เบ่ียงเบนของจุดอ่ืนท่ีตอ้งการ  โดยเทียบกบัจุดท่ีเลือกในขอ้  (4) 
6. ค านวณหาค่าความลาดหรือระยะโก่งตวั 

 
 การคิดเคร่ืองหมาย 

1. ค่าความลาดท่ีเปล่ียนไปจากซา้ยไปขวาระหวา่งสองจุดบนเสน้โคง้ยืดหยุน่ จะ 

เป็นบวกในกรณีพ้ืนท่ีแผนผงั  M

EI
 เป็นบวก  หรือเม่ือเสน้สมัผสัท่ีจุดดา้นขวาหมุนทวนเขม็และจะเป็นลบในกรณีท่ี

พ้ืนท่ีแผนผงั    M

EI
    เป็นลบ หรือเม่ือเสน้สมัผสัท่ีจุดดา้นขวาหมุนตามเขม็  

2. ระยะเบ่ียงเบนของจุดใด ๆ จะมีค่าบวกเม่ือจุดนั้นอยูเ่หนือเสน้สมัผสัท่ีลากจาก  
อีกจุดหน่ึง  แต่จะมีค่าลบ  เม่ือจุดนั้นอยูใ่ตเ้สน้สมัผสัท่ีลากจากอีกจุดหน่ึง  
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ตวัอย่างที่ 1 
 จงหาระยะโก่งสูงสุดของคานช่วงเดียว  ซ่ึงถกูกระท าดว้ยแรงแผน่กระจายสม ่าเสมอ  โดยวิธี Moment-Area 
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ตวัอย่างที่ 2 
 จงหาระยะโก่งสูงสุดของคานแบบยื่นซ่ึงถกูกระท าดว้ยแรงท่ีกระจายออกไปอยา่งสม ่าเสมอ  โดยวิธี Moment-
area 
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Example  3 

Determine  the  slope  at  point  B  and  C  of  the  beam  shown  in  Fig   8 – 13 a.  Take  E  =  29(103)  
ksi  and  I  =  600  in4 
SOLUTION 
M/EI  Diagram.    This  diagram  is  shown  in  Fig. 8 – 13 b.  It  is  easier  to  solve  the  problem  in  terms  of  EI  
and  substitute  the  numerical  data  as  a  last  step. 
 
 
 
 
 
 
 
Elastic  Curve.  The  2-k  load  causes  the  beam  to  deflect  as  shown  in  Fig. 8-13c.  (The  beam  is  deflected  
concave  down, since  M/EI  is  negative.) 

/B B A   

/C C A   
 
 
 
 
 
 
 
 
Moment-Area  Theorem.  Applying  Theorem  1,  /B A   is  equal  to  the  area  under  the  M/EI  diagram  
between  point  A  and  B; that  is, 

   /

30 1 60 30
15 15

2
B B A

k ft k ft k ft
ft ft

EI EI EI
 

     
       

   
 

2675k ft

EI

 
   

 
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Substituting  numerical  data  for  E  and  I,  and  converting  feet  to  inches,  we  have 

 
   

2 2 2

3 2 4

675 144 /1

29 10 / 600
B

k ft in ft

k in in


 
  

=    -  0.00559    rad                                                                                   Ans. 
The  negative  sign  indicates  that  the  angle  is  measured  clockwise  from  A,  Fig 8-13c.   

In  a  similar  manner,  the  area  under  the  M/EI  diagram  between  points  A  and  C  equals  /C A   We  
have 

 /

1 60
30

2
C C A

k ft
ft

EI
 

 
   

 
 

2900k ft

EI


   

Substituting  numerical  values  for  EI,  we  have 
 

   

2 2

3 2 4

900 144 /

29 10 / 600
C

k ft in ft

k in in


 
  

=    -    0.00745    rad                                                                                 Ans. 
 
Example  4 

Determine  the  slope  at  point  C   of  the  beam  shown  in  Fig   8 – 15 a.  Take  E  =  200  GPa  and  I  
=  60(106)  mm4. 

 
SOLUTION 
M/EI   Diagram.    Fig   b. 
 

3  m 9  m 

20 kN 

B A 

D C 
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Elastic  Curve. 

Since  the  loading  is  applied  symmetrically  to  the  beam,  the  elastic  curve  is  symmetric,  as  
shown  in  Fig.  C.  We  are  required  to  fined  C   This  can  easily  de  done,  realizing  that  the  tangent  at  D  is  
horizontal,  and  therefore,  by  the  construction  the  angle  /D C   between  tan  C  and  tan  D  is  equal  to  C   
that  is, 

/C D C   
 
 
 
 
 
Moment – Area  Theorem.   

Using  theorem  1,  /D C   is  equal  to  the  shaded  area  under  the  M/EI  Diagram  between  point  C  
and  D.  We  have 

 /

30 1 60 30
3 3

2
C D C

kN m kN m kN m
m m

EI EI EI
 

     
      

   
 

=    
2135kN m

EI

  

Thus, 

   

2

/ 6 2 6 12 4

135

200 10 / 6 10 10
C D C

kN m

kN m m
 




 

  
 

  =    0.112    rad                                                                                    Ans 
 


